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INTRODUCTION

Soit C une courbe algébrique projective définie sur Q. Pour tout corps de nombres KK, on note C(IK) I'ensemble des points sur C a coordonnées
dans K et Ujq(r): q1<: C(IK) I'ensembledes points sur C a coordonnées dans K de degré au-plus [ sur Q. Le degré d'un point R est le degré de son
corps de définition sur @, c'est-a-dire qu'on a deg(R) = [Q(R): Q]. On désignera par [ la jacobienne de C et par j(P ) la classe notée [P — P,]

deP — P, c'esta dire que j est le plongement jacobien :

Jji€— (@; P—[P = FE]

ou (Q) représente le groupe de Mordell-Weil des points rationnels de la jacobienne de C ; ce groupe est fini (voir [Fly, page 287]).
Notre courbe C qui est lisse d'équation affine y? = x3 — 8x2 + xest un cas spécial de famille de courbes

C:y?=(x —e)(x — e)(x — e3)

étudiées dans [Kul, page 107]. Notre courbe C a pour équation projective ZY? = X(X - (4— - \/E)Z)(X - (4— + \/E)Z), on note P,
P, P, et PylespointsdeC, définispar: Pp=[0: 0 : 1], P, =[4—+v15: 0 : 1|,P, = [4+V15: 0:1] etP, =[0:1: 0].
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Dans cette note, on détermine 1'ensemble :
Urom): @<t C(K)
Notre résultat principal est donné par :

Théoréme
L'ensemble des points algébriques de degré au plus [ sur Q sur la courbe C est donné par : U[Q(R) st C(K) = F; U Fjavec

(ag A by) = O, ar # 0 si lestpair, bi-s = 0 si [ est

2 2
impair et x solution de 1'équation :

1-3 2

2 a,x
_ i=0 L 2
Fo=ql %Y1= z B
2 B . .
XiLobx Zaix[ = ijxJ (x®—8x2+x)
i=0 =0

by # 0, aws # 0 si lestpair, biz # 0 si | est

2 2
impair et x solution de l'équation :

I+1

2 i 0

2 a; (x'+n') " 2 -2 2
F=iln-"a—||/% 2

-2 ] . _
2o byx Z ax"z| = bx/ (x - (4 -+ 15)) (x - (4 +v 15))
i=1 j=0

RESULTATS AUXILIAIRES

Pour un diviseur Dsur C, on note L(D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelles fdéfinies sur Q telles que f = 0 ou div(f) =
—D ;£(D)$ désigne la Q-dimension de L(D).

Lemme 10n a: Q) = Z/ZZ
Démonstration: (voir [Fly, page 272])
Lemme 2 Pour la courbeC : y? = x3 — 8x2+ x,ona:

o div(x) =2Py— 2P,

e div(x—(4-VI5)) =2P, - 2P,,
o div(x—(4+V5)) =2P, - 2P,,
e div(y) =Py+ P, + P, —3P,.

. . - . o X Y
Démonstration: Considéronsx, y les coordonnées affine de la courbe C définie par: x = Sty =7

2 3 2
L'équation projective de la courbe C est définie par : G) = (g) -8 (g) + (g)
Cette équation devient: ZY2 = X(X — (4—+V15)Z)(X — (4 +V15)2).
. Calculons div(x).
divix) =(X=0)-C—(Z=0)-C.

e Pour X =0, implique que : Y2 =0 ou Z = 0. On obtient donc les points Py =[0: 0 : 1] et P, =[0:1: 0] avec un ordre

multiplicité égale a respectivement 2 et 1. D'ou

(X = 0)-C= 2Py +Py (0.1)
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. De méme pour Z = 0, cela implique : X3 = 0. On obtient donc le point P, = [0 : 1 : 0] avec un ordre multiplicité égale 3. D'ott
(Z=10)-C = 3P,(0.2)
Des relations (0.1) et (0.2), induisent que : div(x) = 2Py — 2P,.

e Calculons div (x - (4— - \/E))
Notons tout d'abord que :

div(x—y) =diviX —yZ)—div(Z)=(X=yZ)-C—(Z=0)-C.
On a:

div(x - (4—V15)) = (x = (4—VI5)z) - ¢ - (z = 0) -C.

e Pour X = (4 - \/E)Z, implique que : Y2 = 0 ou Z = 0. On obtient donc les points P; = [4 —v15: 0 : 1] et P, =[0:1: 0] avec

un ordre multiplicité égale a respectivement 2 et 1. D'ou
(X =(4-+V15)Z)- € = 2Py + P,,(0.3)
e De méme pour Z =0, on obtient donc la relation (0.2). Des relations (0.2) et (0.3), induisent que : div (x - (4 - \/15)) = 2P, — 2P,,.

NB : On procede de la méme maniéré pour iii).

Calculons div(y).
div(y) =div(§) —(¥Y=0)-C-(Z=0)-C

e Pour Y =0, on a déduit que : X(X — (4—\/E)Z)(X - (4—+\/E)Z) = 0.0On obtient donc les pointsPy = [0: 0 : 1], P
[4- —v15: 0 : 1] et P, = [4- ++15: 0: 1] avec un ordre multiplicité égale 1 pour chacun des points. D'ou

(y =O)'C = P0+P1+p2

e Pour Z = 0, revient a l'obtention de la relation (0.2). Ainsi des relations (0.2) et (0.5), entrainent donc que : div(y) = Py + P, + P, — 3P,
Corollaire

Les résultats suivants sont des conséquences du lemme 2 :

o jP) = =[P +j(P)),
o 2j(Po) =2j(P) =2j(P) =0

Lemme3: Ona: (Q) =< j(Py) >

Lemme 4 : Une Q-base de L(mP,) est donnée par :

. oze= Ul 02225
%m—{x, OSLSZ} yx/, 0<j < 2

Démonstration: On montre aisément que B,, est une famille libre, il reste alors a montrer que card®B,, = dim L(mP,,). La courbe étant de
genre 1, d'apres le théoréme de Riemann-Roch, ona:dim L(mP,) =m—g+1=m désque m = 2g- 1 = 1.Deux cas sont possibles :

. 1" cas : supposons que m soit pair, on pose alors m = 2h, on obtient ainsi: i < % =i < % =h méme j < mT_3 o) <
ZhT_3 < j <h—-1¢ j< h—2 Doncona:
= {1, %, xMU {1, yx, e, ¥x"2}On  en déduit que : cardB,=h+1+h—-2+1=2"h =m=

Bm
dim L(mP,).

zéme < 2h+1

cas : supposons que m soit impair, on pose alors m = 2h + 1, on obtient ainsi: i <

A E]

i <h+ 1 = i< hdeméme

m-—3 . _2h—=2
> =)< = h-1

| <
J = 2
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Donc on a:

B, = {1, Xy oo e e x} U {1, Y 7 yxh=13

On en déduit que: card®B,, = h+1+h—1+ 1 =2h + 1 = m=dim L(mP,).

Démonstration du Théoréme: Soit R € C(Q) avec [Q(R): Q] = L Considérons Ry, ......... ,R; les conjugués de Galois de R et notons
t =[R;+ ... + R —-IP,] € (Q = { aj(Py), aveca € {0, 1}} donc t = aj(Py), avec @ €{0, 1},ce qui donne la formule
suivante

[t =[Ri+ e + R —IP,] = {aj(Py), aveca€{0, 1}} Q)

Deux cas sont possibles:

1%cas: a = 0:

La formule (%) devient : [Ry + ......... + R;— aPy— (I + a )Px] =0, D'apres le théoreme d'Abel Jacobi ([Gri, page 156] ), il existe une
1
fonction rationnelle sur Q telle que: div(f) = R; + ... ... ... + R - P, donc f € L(IP,) d'aprés le Lemme 4, on a : f = oo axt +

-3
> j2:0 b]-yxj avec ag et by non simultanément nuls ( sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui serait absurde ), ar # 0 si [ est pair (sinon un

2
des un des R; devrait étre égal a P,, ce qui serait absurde) et bi-s # 0 $ sil est pair (sinon un des un des R; devrait étre égal & P, ce qui

2
L

L -3 > i
: : 2 i ry i . ¥2 apxt
serait absurde). Aux point R;, on a : Z?:o a;xt + Z]?:O bjyx) = 0, qui donne 1y = —=5— -

2 poaj
2:jzoblx

En remplagant I'expression de y dans y? = x3 — 8x2 + x, on en déduit que :

' 2 1= 2
2 2

Z axt | = Z bix/ | (x* —8x? +x)(0.5)

=0 =

L'équation (0.5) est une équation de degré [ en x ; en effet: Pour [ pair (ou impair), le premier membre de 1'équation est de degré égal a
2x(3)=1

et le second membre de 1'équation est de degré égal a 2 X (1_73) +3 = 1I.

On obtient ainsi une famille de points de degré [ :

(ag A by) #= 0, ar # 0 si lestpair, bis # 0 si l est)
2 2
impairet x sol utionde I'équation :

1

2 g;xt
Fy={| x-S L =N

Xiiobix) Z axt | = Z bix/ | (x*—8x%+x)
i=0 j=0

2%cas:a=1
La formule (%) devient: R; + ......... + R; + IP,] =Jj(Py), du corolaire on en déduit que [R; + ... ... ... + R;+ P+ P, (/+ 2) Powo] = 0, D'aprés le
théoréme d'Abel Jacobi, il existe une fonction rationnelle sur Q telle que : div (f) = R;+ ... ... .. + R, + P; + P,— (I+2) Po, donc f €

1+1 -2
L((l + 1)Pw) d'aprés le Lemme 4, on a : f= }.2/ aixt + Z]?:O bjyxj, et puisque ordp f = 1, doncf(Py) = O entraine donc que
+1 -2
ap = 0, impliquant ainsi donc que f = 3,2, axt + ijzo bjyxj avec by # 0 (' sinon un des R; devrait étre égal a Py, ce qui serait

absurde ), air1 # 0sil estpair (sinonundesundes R; devraitétre égala P,, ce qui serait absurde) et bi-z # 0 sil est pair (sinon un des

2 2
[ =2 5 gt
undes R; devrait étre égal & P, ce qui serait absurde). Aux point R;, ona: Y2 a;x' + X2 bjyx/ =0, quidonne: y = —E’—L. En
Zjiobixj

remplagant I'expression de ¥ dans y2 = x3 — 8x2 + x, on en déduit que :

+2 2 2

W2 =1
2 . 2
L . .
Zai (x +ni)| = ijxf (x® —8x%+x)
i=1 =0
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Cette équation équivaux a :

1 2 2

Zz:ai - <xi +n"> = ibjxf—l (x = (4 =V15)) (x - (4 +V15)) (0.6)

. X
i=1

L'équation (0.6) est une équation de degré [ en x ; en effet : Pour [ pair (ou impair), le premier membre de 1'équation est de degré égal a

2% (HTZ - %) = let le second membre de 1'équation est de degré égal a

Zx(l_l) +2 = L.

2
On obtient ainsi une famille de points de degré [ :
by # 0, aira # 0 si lestpair biz # 0 si | est
w2 impaziret x sol utionde l’é(zquationz
Fy = X.—'Ziilgfﬂ?) 141 2 -2 2
st N shan ) = (2! (3 - (6 ~VI9))(x - (4 +V19))
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