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ARTICLE INFO ABSTRACT

En la Universidad Nacional del Callao se realiz6 una exposicion a cargo del Mg. Rubén Dario Mendoza
Arenas, a modo de Conferencia titulada“Dos versiones del Teorema de Poisson”, donde se demuestra con
argumentos solidos, las dos versiones; una es haciendo uso de Integracién multiple (Teorema de Cambio de
Variable en R?*usando coordenadas polares) y la otra forma es usando propiedades bésicas de Transformadas
de Laplace, con una técnica paramétrica y usando el Teorema de Fubini (iteracion de integrales dobles sobre
espacios euclidianos R? ). Este Articulo es muy importante en la Educacién Superior, permite que el
estudiante de Ciencias y/o Ingenieria vea la diferencia entre la abstraccion y el tecnicismo, el racionalismo y
el pragmatismo, ya que nuestro objetivo es captar la atencion de estudiantes de Ingenieria para que se integren
a la ciencia.
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Gamma y Beta y topicos avanzados de teoria de integracion en varias
variables usandointegrales dobles o la otra forma es usando las
Transformadas de Laplace.

INTRODUCION

En el Cdlculo Infinitesimal existen numerosas interrogantes: una de
. . 4o _
ellas es como poder demostrar la integral de Poisson fo Te X dx =

MARCO TEORICO

\/m/2 con tan solo saber el Calculo integral en una variable. Parece
que no son suficientes los conocimientos de estos tdpicos no tan
sofisticados y avanzados, sino que se debe tener la madurez de haber
llevado la Asignatura de Analisis Matematico III, donde se llega a
lograr concretar la meta, y asi poder afirmar que si primero es la

identidadF(%) =+ o

Primero damos unas nociones previas del tema a tratar:

Integrales impropias: Segun (Mitacc,2014:64) , las integrales de
este tipo son de la forma

f0+°0e‘xzdx = \m/2.

Pareciera la interrogante del huevo y la gallina, pero en realidad si
demuestras una identidad partiendo de los temas mas sencillos, se
llega a demostrar la otra identidad. Aca el lector debe tener nociones
basicas de integrales en una variable, integrales impropias, Funcion

f_:of(x)dx_ L*wf(x)dx, f_:f(x)dx

Siendo f acotada en el intervalo correspondiente.

Supongamos que se conoce una primitiva F de la funcién f, entonces:
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e™N(-x"2) dx= \/n]y de la funcion gamma: y(1/2)=\/7t

+o0 n
I = L f(x)dx = nl_l)r}rle f(x)dx = nl_l)ll‘lw(F(n) — F(a))
Definicion 1 : Sea f: [a, +o0) — R una funcién acotada.

. +00 . , . .
1. Se dice que fa f es convergente si, y sOlo si, f es Riemann
integrable para todo intervalo [a, x], existe el limite

n
lim f f
n-+to J,
y es un niimero real.

En este caso diremos que la funcion f es Riemann integrable en el
intervalo [a, +0).

. + ) . , . .
2. Se dice que fawf es divergente si, y solo si, f es Riemanm
integrable para todo intervalo [a, x], existe el limite

X1
limf f
n—+w a

y no es finito.
Necesitamos ademas del:

Teorema de cambio de variables para integrales dobles

Sea f:D € R? — R una funcién continua de las variables x e y
definidas en la region D.

Sea T: D’ € R? — R? una funcién de clase C*. Supongamos que T
manda de manera inyectiva los puntos (u,v) €D y ademas
supongamos que la matriz T'(u,v) es invertible V(u,v) €D’ o
equivalentemente det(T "(u, v)) #0, V(u,v)ED".

Entonces

ff iy = | J (TG, v)) det(T (w, v) |dudv

El cambio de variable mas comtin en integrales dobles es el cambio
de variable a polares que se recomienda cuando el recinto de
integracion es alguna de las siguientes figuras pues al hacer el
cambio, se obtiene que el nuevo recinto de integracion es un

rectangulo:

En general, el cambio biunivoco de coordenadas cartesianas (x,y) a
coordenadas polares (p, 8) se expresa como:

x=a+pcosf, y=b+psinf

Donde (x,y) ER%,p >0, 0€[0,2r) y el punto (a,b) € R? es
conocido.

El determinante del Jacobiano es:

dx 0x
, _ dp 06| _ 2 vz
det(T (p, 0)) = det dy ay|™ p(cos0)? + p(sinB)? =p

dp 06

Transformadas de Laplace

Sea & el espacio vectorial de las funciones continuas a trozos y de
orden exponencial (esto es, dada una funcion f(t)continua a trozos
existen las constantes K y w tales que para Vt la funcion f estd
acotada en la forma

If Ol < ke®*
Se define la transformada de LaplaceL[] de la funcion f(t) € €
como la transformacion integral

+oo

LIF(O] = F(s) = f e~StF()dt

0
Transformada Inversa de Laplace

Si F(s) es la transformada de Laplace de una funcion continua f (t),
es decir , L[f(t)] = F(s) entonces la transformada inversa de
Laplace de F(s), escrita L7[F(s)] es f(t), es decir

LTF($)] = f(®)
Ejemplo

Calcule

£ (sz S:I- 4)

Solucién

Puesto que por Tablas se sabe que:

L 2t)] =
[cos(20)] s2+4
Tenemos que
s
-1 —
L (52 n 4) = cos(2t)

Funcion Gamma

La funcion Gamma fue definida por Euler mediante

T'(x) = J;

donde la condicion x > 0 es exigida para la convergencia de la
integral.

+o0
e tt*1dt, x >0

(https://es.wikipedia.org » wiki » Funcion Gamma)
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Demostracion con integrales dobles
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Vamos a probar la igualdad f0+°o e~ dx = “/Z—E

Consideremos: I, = fop e dx = fop eV dy

Y sea I =lim,_1,, €l valor de la integral (criterio de
integral impropia)

Luego

1?2, = (fope"‘2 dx)(fope‘y2 dy) = fop fope‘xz‘yzdxdy (por
el Teorema de Fubini)

?, = ff e~ dxdy
Rp

Donde R, es el cuadrado ABC, de lado p

Sea R, la region en el primer cuadrante, comprendida por la
circunferencia de radio p, es decir:

ﬂ- e~ "+ dxdy
Rp

Y sea R, la region en el primer cuadrante, comprendida por la
circunferencia de radio v2p es decir:

J]- e~ "+ dxdy
Ry

Luego:

J-J- e~ dxdy < 12, < ff e~ O dxdy
1 2

p
Por medio de coordenadas polares (7, 8) se tiene:

(P, A
f (f e’ rdr> do < I?, Sf f e " rdr|de
o \Jo o \Jo

L 2

T T
2 eP)<I?, < 2= e~2p")
Por el teorema del Sandwich:

T
lim %2, =—
im 1%, =

p—o0

Con lo que se demuestra
+o0 \/E
f e dx = —
0 2

Demostracion usando transformadas de Laplace

Definimos la transformada de Laplace de la integral paramétrica:

+o0 5 +oo +oo 5
L{f et dx} =f e ot (f e tx dx> dt
0 0 0

Tenemos que:

+oo

L{ex1t} =f e~ste(=x))tqt

0
Entonces:

+o0 5 +o0 5
L{f e tx dx} = f L{e*I Y dx
0 0

+o0 1 p
fe s —(—x2) =

ZVs(sec0)2do _ iﬁd@ _ %(g)
0 S

. S(secH)? S

Aca hemos usado el Teorema de Cambio de Variable de funciones
reales de variable real

+o0 ) T
L e ™ dxr =——
U eed=5z
1
. (rG)

@ (5%

+oo
= f e dx =
0
Por tabla:
+o0
T 1
J et dx = (t‘ /2)
1
0 2 (E)
Acé nos damos cuenta que primero es I (%) =2 0+°O e ™ dx

+o0 +o0 _
(f e_t"zdx> (f e"‘zdx> = lt_zl
0 o 2s

Haciendo t = 1:

+oo ) 2 T
e™™dx| =—
(] o) =5
+
- f e dx = ﬁ
o 2
CONCLUSIONES

Aplicacién en la Estadistica

Distribucion normal: En estadistica y probabilidad se
llama distribuciéon normal, distribucion de Gauss o distribucion
gaussiana, a una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua que con mas frecuencia aparece aproximada en fendémenos
reales. La graficade sufuncion de densidad tiene una forma
acampanada y es simétrica respecto de un determinado parametro
estadistico. Esta curva se conoce como campana de Gaussy es el
grafico de una funcion gaussiana

Ecuacién de la
Campana de Gauss

R
V(2 r) xo

e 2w

El rea bajo la curva es
igual al 100% de los eventos
lo que se expresa como:

j/'(.\-)dx 1

El Célculo en una variable es la base para hacer matematica a todo
nivel, puesto que las integrales de funciones en una variable nos
permiten hacer célculos de integrales dobles. Nos damos cuenta que
de dos formas se puede llegar a demostrar las igualdades planteadas,
pero usando integrales dobles, sale la prueba por asi decirlo, mas
limpio y mas elegante matematicamente hablando,
independientemente del otro método. Sin embargo con transformadas
de Laplace, la cosa cambia, al final se usa el resultado de que
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e™N-x"2 ) dx= \/n']y de la funcion gamma: y(1/2)=\/7r

r (%) =2 f;we_xzdx, siendo la conclusion principal que para este
método primero seria demostrar la propiedad en mencion. Es de suma
importancia para un estudiante de la carrera de ciencias distinguir lo
que es una demostracion usando nociones previas a esta y no obviar
muchas definiciones, teoremas y propiedades que permitan que un
estudiante de estosciclos madure en su etapa de Pregrado en los
primeros cuatro ciclos cimentando las bases sdlidas para el Algebra y
el Analisis.
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